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Uvod
U ovom diplomksom radu proucˇavamo pojam apsolutne ravnine kao jedne apstraktne
strukture u kojoj su propisana neka osnovna svojstva (aksiomi), a sva ostala svojstva se
izvode iz osnovnih.
U prvom poglavlju krec´emo od pojma ravnine, a zatim nastavljamo proucˇavati pojam
P−ravnine. U drugom poglavlju bavimo se pojmom metricˇke ravnine te proucˇavamo razna
svojstva metricˇke ravnine, a s tim u vezi vazˇan pojam koji proucˇavamo je pojam izometrije.
U trec´em poglavlju definiramo apsolutnu ravninu te dokazujemo da neke tvrdnje vrijede u
apsolutnoj ravnini.
U ovom diplomskom radu su svi pojmovi precizno definirani, a dokazi tvrdnji su ma-
tematicˇki precizno utemeljeni.
1

Poglavlje 1
Ravnina
1.1 Ravnina
Neka je S skup. Za podskup ρ od S × S kazˇemo da je binarna relacija na S . Za x, y ∈ S
umjesto (x, y) ∈ ρ obicˇno pisˇemo xρy. Za binarnu relaciju ρ na skupu S kazˇemo da je
linearni uredaj na S ako ρ ima sljedec´a svojstva:
1. ρ refleksivna (xρx, ∀x ∈ S )
2. ρ antisimetricˇna (xρy i yρx⇒ x = y)
3. ρ tranzitivna (xρy i yρz⇒ xρz)
4. usporedivost: Za sve x, y vrijedi xρy ili yρx.
Definicija 1.1.1. Neka je M skup, te neka je A familija podskupova od M (tj. A ⊆ P(M),
pri cˇemu je P(M) partitivni skup od M, dakle skup svih podskupova od M) tako da vrijede
sljedec´a svosjtva (aksiomi):
I.1. Za sve A, B ∈ M tako da je A , B postoji jedinstven p ∈ A tako da je A, B ∈ p.
I.2. Za svaki p ∈ A postoje A, B,C ∈ p tako da je A , B , C , A.
I.3. Postoje A, B,C ∈ M tako da ne postoji p ∈ A takav da su A, B,C ∈ p.
I.4. Postoje A, B ∈ M tako da je A , B.
Nadalje, neka je ρ : A →
⋃
p∈A
P(p × p) funkcija takva da je za svaki p ∈ A ρ(p) linearni
uredaj na p.
Tada za uredenu trojku (M,A, ρ) kazˇemo da je ravnina.
3
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Za p ∈ A linearni uredaj f (p) oznacˇavamo sa p. Dakle, za svaki p ∈ A imamo
linearni uredaj p na p.
A p B cˇitamo: A ispred B (na pravcu p).
Lema 1.1.2. Neka je (M,A, ρ) ravnina. Za elemente skupa M kazˇemo da su tocˇke, a za
elemente skupaA kazˇemo da su pravci u toj ravnini. Neka su T ∈ M, te p ∈ A tako da je
T ∈ p. Tada kazˇemo da pravac p prolazi tocˇkom T te da T lezˇi na pravcu p.
Za tocˇke A, B,C kazˇemo da su kolinearne ako postoji pravac p koji ih sadrzˇi.
Za tocˇke A, B,C kazˇemo da su nekolinearne ako nisu kolinearne.
Ako su A, B ∈ M, A , B onda sa AB oznacˇavamo jedinstveni pravac koji sadrzˇi te tocˇke.
Uocˇimo da za svaki p ∈ A cˇinjenica da je p linearni uredaj na p povlacˇi sljedec´e:
1. A p A, ∀A ∈ p
2. A p B i B p A⇒ A = B
3. A p B i B p C ⇒ A p C
4. ∀A, B ∈ p (A p B ili B p A)
Neka je (M,A, ρ) ravnina. Neka su A, B,T ∈ M. Kazˇemo da je T izmedu A i B
u ravnini (M,A, ρ) ako postoji pravac p ∈ A tako da A, B,T ∈ p i A p T p B ili
B p T p A.
Neka su A, B,T ∈ M te neka je T izmedu A i B. Onda je T izmedu B i A.
Napomena 1.1.3. Ako je (M,A, ρ) ravnina, onda svaka tocˇka iz M lezˇi na nekom pravcu.
Neka je T ∈ M. Prema aksiomu I.4. postoji T ′ ∈ M tako da je T , T ′. Po aksiomu I.1.
postoji pravac p ∈ A tako da je T,T ′ ∈ p. Dakle T ∈ p.
Propozicija 1.1.4. Neka je (M,A, ρ) ravnina. Neka su A, B ∈ M. Tada je A izmedu A i B.
Dokaz. Sigurno postoji pravac p takav da su A, B ∈ p.
(Ako A , B onda po aksiomu I.1. postoji pravac p koji ih sadrzˇi, a ako je A = B onda
prema Napomeni 1.1.3 postoji pravac p koji sadrzˇi A, dakle A, B ∈ p.)
Buduc´i da je p linearni uredaj, za p vrijedi svojstvo usporedivosti. Stoga je A p
B ili B p A. Stoga je A p A p B ili B p A p A.
Dakle, A je izmedu A i B. 
Uocˇimo sada: Ako su A, B ∈ M, onda je B izmedu B i A (prema dokazanom), a to
povlacˇi da je B izmedu A i B.
Lema 1.1.5. Neka je (M,A, ρ) ravnina. Ako su A,T ∈ M, te ako je T izmedu A i A, onda
je T = A.
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Dokaz. Buduc´i da je T izmedu A i A postoji pravac p tako da su A,T ∈ p te da je A p
T p A, tj. A p T i T p A. Zbog antisimetricˇnosti relacije p imamo da je T = A. 
Propozicija 1.1.6. Neka je (M,A, ρ) ravnina. Neka su A, B,T ∈ M, te neka T lezˇi izmedu
A i B. Pretpostavimo da je p pravac tako da su A, B ∈ p te da je A p B. Tada je T ∈ p i
A p T p B.
Dokaz. 1. slucˇaj: A = B. Tada T lezˇi izmedu A i A, pa je T = A. Stoga je T ∈ p i A p T
i T p A, dakle A p T p B.
2. slucˇaj: A , B. Znamo da je T izmedu A i B. Stoga postoji pravac q tako da A, B,T ∈ q
i A q T q B ili B q T q A. Imamo A, B ∈ p i A, B ∈ q po aksiomu I.1. slijedi da je
p = q.
Stoga je T ∈ p i A p T p B ili B p T p A.
Pretpostavimo da vrijedi B p T p A. Tada iz tranzitivnosti relacije p slijedi da je
B p A. Imamo da je A p B pa sada iz antisimetricˇnosti relacije p slijedi da je A = B.
Kontradikcija.
Dakle, vrijedi A p T p B. 
Definicija 1.1.7. Neka je (M,A, ρ) ravnina. Neka su A, B ∈ M. Definiramo AB kao skup
svih tocˇaka iz M koje lezˇe izmedu A i B, tj.
AB = {T ∈ M | T izmedu A i B}
Za AB kazˇemo da je duzˇina (segment) odreden tocˇkama A i B.
Uocˇimo: A, B ∈ AB
Nadalje, uocˇimo da za sve A, B ∈ M vrijedi AB = BA. Naime, neka je T ∈ AB. Tada je T
izmedu A i B, pa je stoga T izmedu B i A. Dakle, T ∈ BA.
Obratno, neka je T ∈ BA. Tada je T izmedu B i A, pa je stoga T izmedu A i B. Dakle
T ∈ AB.
Zakljucˇak: AB = BA
Korolar 1.1.8. Neka je (M,A, ρ) ravnina, neka je p ∈ A, te A, B ∈ p. Tada je AB ⊆ p.
Dokaz. Imamo A p B ili B p A (usporedivost relacije p).
1. slucˇaj: A p B
Iz Propozicije 1.1.6 slijedi AB ⊆ p.
(T ∈ AB⇒ T lezˇi izmedu A i B Prop.1.1.6=⇒ T ∈ p)
2. slucˇaj: B p A
Iz propozicije 1.1.6 slijedi BA ⊆ p.
Dakle, AB ⊆ p. 
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Lema 1.1.9. Neka je (M,A, ρ) ravnina, p ∈ A (pravac u ravnini) te neka su P1, P2,Q1,Q2 ∈
p tako da je P1 p Q1 i P2 p Q2, te tako da je P1Q1 = P2Q2. Tada je P1 = P2 i Q1 = Q2.
Dokaz. Iz P1 ∈ P1Q1 i P1Q1 = P2Q2 slijedi da je P1 ∈ P2Q2.
Iz propozicije 1.1.6 zakljucˇujemo da je P2 p P1.
Iz P2 ∈ P2Q2 i P1Q1 = P2Q2 slijedi da je P2 ∈ P1Q1.
Iz propozicije 1.1.6 zakljucˇujemo da je P1 p P2.
Prema tome je P1 = P2.
Analogno slijedi da je Q1 = Q2. 
Propozicija 1.1.10. Neka je (M,A, ρ) ravnina te neka su A, B,C i D tocˇke u toj ravnini
takve da je AB = CD. Tada je A = C i B = D ili A = D i B = C.
Dokaz. Neka je p pravac koji sadrzˇi tocˇke A i B.
Iz korolara 1.1.8 slijedi AB ⊆ p. Stoga je i CD ⊆ p, a iz ovog slijedi C,D ∈ p. Dakle,
A, B,C,D ∈ p.
1. slucˇaj: A p B
1. podslucˇaj: C p D. Iz leme1.1.9 slijedi A = C i B = D.
2. podslucˇaj: D p C. Iz leme1.1.9 slijedi A = D i B = C.
2. slucˇaj: B p A
1. podslucˇaj: C p D. Iz leme1.1.9 slijedi B = C i A = D.
2. podslucˇaj: D p C. Iz leme1.1.9 slijedi B = D i A = C. 
Lema 1.1.11. Neka je (M,A, ρ) ravnina. Neka su A, B,C ∈ M tocˇke takve da je C ∈ AB i
C , B. Tada B < AC.
Dokaz. Neka je p pravac tako da su A, B ∈ p.
1. slucˇaj: A p B
Tada iz propozicije 1.1.6 slijedi A p C i C p B.
Pretpostavimo B ∈ AC. Iz propozicije1.1.6 slijedi A p B i B p C.
Slijedi B = C, sˇto je u kontradikciji s B , C.
Dakle, B < AC.
2. slucˇaj: B p A
Tada iz propozicije1.1.6 slijedi B p C i C p A.
Pretpostavimo B ∈ AC. Iz propozicije1.1.6 slijedi C p B i B p A.
Slijedi B = C, sˇto je u kontradikciji s B , C.
Dakle, B < AC. 
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Propozicija 1.1.12. Neka je (M,A, ρ) ravnina te neka su tocˇke A, B,C nekolinearne tocˇke
u toj ravnini. Neka je D ∈ AB i D , B. Tada je
BC ∩ AD = ∅
.
Slika 1.1: BC ∩ AD = ∅
Dokaz. Pretpostavimo suprotno, dakle BC ∩ AB , ∅. Stoga postoji E ∈ BC ∩ AD. Dakle,
E ∈ BC i E ∈ AD. Prema lemi 1.1.11 B < AD. Stoga B , E.
Iz AB ⊆ AB slijedi D ∈ AB. No iz ovog slijedi AD ⊆ AB. Stoga je E ∈ AB.
Dakle, E i B su razlicˇite tocˇke koje lezˇe na pravcima AB i BC. Iz toga slijedi AB = BC sˇto
je u kontradikciji s tim da su A, B,C nekolinearne tocˇke.
Prema tome BC ∩ AD = ∅. 
Lema 1.1.13. Neka je (M,A, ρ) ravnina te neka su A, B,C tocˇke takve da je C izmedu A i
B. Tada je
AC ∩CB = {C}
.
Dokaz. Neka je p pravac koji sadrzˇi tocˇke A i B.
1. slucˇaj: A p B
Prema propoziciji 1.1.6 imamo A p C p B. Neka je T ∈ AC ∩ BC. Tada je T ∈ AC i
T ∈ BC.
Iz propozicije 1.1.6 slijedi A p T p C i C p T p B. Stoga je T = C (antisimetricˇnost
relacije p).
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Dakle AC∩CB ⊆ {C}. S druge strane ocˇito je {C} ⊆ AC∩CB. Prema tome AC∩CB = {C}.
2. slucˇaj: B p A
Analogno slijedi AC ∩CB = {C}. 
Propozicija 1.1.14. Neka je (M,A, ρ) ravnina, te neka je p ∈ A. Neka su A, B,C ∈ p.
Tada jedna od ovih tocˇaka lezˇi izmedu preostale dvije.
Dokaz. 1. slucˇaj: A p B
Vrijedi C p A ili A p C
Ako je C p A onda imamo C p A p B pa slijedi da je A izmedu B i C.
Pretpostavimo A p C
1. podslucˇaj: C p B. Tada je A p C p B pa je C izmedu A i B.
2. podslucˇaj: B p C. Tada je A p B p C pa je B izmedu A i C.
2. slucˇaj: B p A
Vrijedi C p B ili B p C
1. podslucˇaj: C p B. Tada je C p B p A pa je B izmedu C i A.
2. podslucˇaj: B p C.
2. podslucˇaj 1) C p A. Tada je B p C p A pa je C izmedu B i A.
2. podslucˇaj 2) A p C. Tada je B p A p C pa je A izmedu B i C. 
1.2 Primjer: Euklidski model
Oznacˇimo s R2 skup svih uredenih parova (x, y) tako da su x, y ∈ R.
Znamo da na R2 imamo strukturu realnog vektorskog prostora uz zbrajanje vektora i
mnozˇenje vektora skalarom definirane sa
(x1, y1) + (x2, y2) = (x1 + x2, y1 + y2) i λ(x, y) = (λx, λy),
x1, y1, x2, y2, x, y, λ ∈ R.
Za S ⊆ R2 i a ∈ R2 definiramo skup a + S = {a + x | x ∈ S }.
Primjer 1.2.1. Neka je S = {(1, 0), (0, 1)}, a = (−2, 4). Tada je a + S = {(−1, 4), (−2, 5)}.
Neka jeA familija podskupova od R2 oblika a + W, gdje je a ∈ R2 te W potprostor od
R2 dimenzije 1.
Lema 1.2.2. Neka je a ∈ R2 te neka je W potprostor od R2. Neka je p = a + W. Tada je
W = {x − y | x, y ∈ p}.
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Dokaz. Neka su x, y ∈ p. Tada je x = a + w1 i y = a + w2, gdje su w1,w2 ∈ W.
Tada je x − y = w1 − w2 ∈ W, dakle x − y ∈ W.
Time je dokazano {x − y | x, y ∈ p} ⊆ W.
Obratno, neka je w ∈ W. Neka je x = a + w, y = a.
Tada su x, y ∈ p (y = a + (0, 0) i (0, 0) ∈ W) te vrijedi x − y = w.
Prema tome W ⊆ {x − y | x, y ∈ p}.
Time je tvrdnja leme dokazana. 
Lema 1.2.3. Neka su W1,W2 potprostori od R2 te neka su a, b ∈ R2 takvi da je a + W1 =
b + W2. Tada je W1 = W2.
Dokaz. Prema prethodnoj lemi vrijedi W1 = {x − y | x, y ∈ a + W1}. Isto tako vrijedi W2 =
{x − y | x, y ∈ a + W2}. Stoga je W1 = W2. 
Lema 1.2.4. Neka je a ∈ R2 te neka je W potprostor od R2. Neka je b ∈ a + W. Tada je
a + W = b + W.
Dokaz. Iz b ∈ a + W slijedi da je b = a + w0, za neki w0 ∈ W.
Neka je x ∈ a + W. Tada je x = a + w, za neki w ∈ W.
Buduc´i da je a = b−w0, dobivamo x = b−w0+w = b+ (w−w0) ∈ b+W, dakle x ∈ b+W.
Ovime smo dokazali da je a + W ⊆ b + W.
Obratno, neka je x ∈ b + W. Tada je x = b + w, za neki w ∈ W.
Imamo x = (a + w0) + w = a + (w0 + w) ∈ a + W, dakle x ∈ a + W.
Ovime smo dokazali da je b + W ⊆ a + W.
Slijedi tvrdnja leme. 
Propozicija 1.2.5. Za sve a, b ∈ R2, a , b postoji jedinstveni p ∈ A takav da su a, b ∈ p.
Dokaz. Neka su a, b ∈ R2, a , b.
Tada je b − a , (0, 0), te je W = {λ(b − a) | λ ∈ R} potprostor od R2 dimenzije 1.
Neka je p = a + W. Ocˇito je p ∈ A.
Imamo a = a + (0, 0) i (0, 0) ∈ W, stoga je a ∈ a + W, tj. a ∈ p.
Nadalje, vrijedi b = a + (b − a) i b − a ∈ W. Stoga je b ∈ a + W, tj. b ∈ p.
Prema tome postoji p ∈ A takav da su a, b ∈ p.
Pretpostavimo da su p, q ∈ A takvi da su a, b ∈ p i a, b ∈ q.
Buduc´i da je p ∈ A postoji c ∈ R2 i W jednodimenzionalni potprostor od R2 tako da je
p = c + W. Isto tako postoji c′ ∈ R2 i W ′ jednodimenzionalni potprostor od R2 tako da je
q = c′ + W ′.
Iz leme 1.2.2 slijedi a − b ∈ W i a − b ∈ W ′.
Buduc´i da je a − b , (0, 0), slijedi W = {λ(a − b) | λ ∈ R} i W ′ = {λ(a − b) | λ ∈ R}.
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Stoga je W = W ′.
Iz a ∈ p slijedi a ∈ c + W, pa iz leme 1.2.4 slijedi da je
a + W = c + W. (1.1)
Nadalje iz a ∈ q slijedi a ∈ c′ + W ′, tj. a ∈ c′ + W, pa je prema lemi 1.2.4
a + W = c′ + W. (1.2)
Iz (1.1) i (1.2) slijedi c + W = c′ + W, tj. p = q.
Time je propozicija dokazana. 
Propozicija 1.2.6. Neka je p ∈ A. Tada postoje a, b, c ∈ p tako da a , b , c , a.
Dokaz. Imamo p = a + W, gdje je a ∈ R2 te W ≤ R2, dim W = 1.
Neka je x ∈ W i x , (0, 0) takav da je W = {λx | λ ∈ R}. Tada su vektori x, 2x, 3x
medusobno razlicˇiti elementi od W. Stoga su a + x, a + 2x, a + 3x medusobno razlicˇiti
elementi od p. 
Propozicija 1.2.7. Postoje a, b, c ∈ R2 sa svojstvom da ne postoji p ∈ A takav da su
a, b, c ∈ p.
Dokaz. Neka je a = (0, 0), b = (1, 0), c = (0, 1).
Pretpostavimo da postoji p ∈ A takav da su a, b, c ∈ p.
Imamo p = e + W gdje je e ∈ R2 i W ≤ R2, dim W = 1.
Iz a, b, c ∈ e + W slijedi b − c, c − a ∈ W (lema 1.2.2).
Dakle, (1, 0), (0, 1) ∈ W.
Ovo je nemoguc´e jer su vektori (1, 0) i (0, 1) linearno nezavisni, a W je potprostor dimenzije
1.
Prema tome ne postoji p ∈ A takav da a, b, c ∈ p. 
Napomena 1.2.8. Za svaki p ∈ A postoji jedinstveni W ≤ R2, dim W = 1 takav da je
p = e + W za neki e ∈ R2. Naime iz definicije od A jasno je da takav W postoji. S druge
strane ako je W ′ ≤ R2 , dim W ′ = 1 te ako je p = e′ + W ′ za neki e′ ∈ R2 onda imamo
e + W = e′ + W ′ pa slijedi W = W ′ prema lemi 1.2.3.
Za takav W kazˇemo da je smjer od p.
Neka je p ∈ A. Tada postoje e ∈ R2 i W ≤ R2, dim W = 1 takvi da je p = e + W.
Odaberimo x ∈ W tako da je W = {λx | λ ∈ R}. Uocˇimo da tada za svaki a ∈ p postoji
jedinstveni λ ∈ R takav da je a = e + λx. Naime jasno je da takav λ postoji, a ako su
λ, λ′ ∈ R takvi da je a = e + λx i a = e + λ′x, onda je e + λx = e + λ′x iz cˇega slijedi
(λ − λ′)x = 0 pa je λ − λ′ = 0 (jer je x , (0, 0)), dakle λ = λ′. Za a ∈ p neka je λa ∈ R
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takav da je a = e + λax. Definirajmo binarnu relaciju p na p na sljedec´i nacˇin:
Neka su a, b ∈ p (tada je dakle a = e + λax i b = e + λbx.)
Definiramo a p b ako je λa ≤ λb. Tvrdimo da je p linearni uredaj na p.
1) REFLEKSIVNOST
Neka je a ∈ p. Tada je a p a jer je λa ≤ λa.
2) ANTISIMETRICˇNOST
Neka su a, b ∈ p takvi da je a p b i b p a. Tada je λa ≤ λb i λb ≤ λa pa slijedi λa = λb.
Imamo a = e + λax = e + λbx = b, tj. a = b.
3) TRANZITIVNOST
Neka su a, b, c ∈ p takvi da je a p b i b p c. Tada je λa ≤ λb i λb ≤ λc pa slijedi λa ≤ λc.
Stoga je a p c.
4) USPOREDIVOST
Neka su a, b ∈ p. Tada je λa ≤ λb ili λb ≤ λa pa slijedi a p b ili b p a.
Prema tome p je linearni uredaj na p.
Uocˇimo da definicija od p ovisi o izboru tocˇke e i vektora x.
Neka je ρ : A → ⋃p∈AP(p × p) funkcija definirana sa ρ(p) = p , ∀p ∈ A
Teorem 1.2.9. Uredena trojka (R2,A, ρ) je RAVNINA.
Dokaz. Ovo slijedi iz propozicija 1.2.6, 1.2.7, 1.2.5 i iz cˇinjenice da je p linearni uredaj
na p za svaki p ∈ A. 
1.3 P - ravnina
Definicija 1.3.1. Neka je (M,A, ρ) ravnina. Za (M,A, ρ) kazˇemo da je P − ravnina ako
vrijedi sljedec´e (Paschov aksiom):
Ako su A, B,C ∈ M tocˇke te p ∈ A pravac takav da p sijecˇe segment AB (tj. p ∩ AB , ∅),
onda p sijecˇe AC ili CB.
Propozicija 1.3.2. Neka je (M,A, ρ) P − ravnina. Neka su A, B,C ∈ M te neka je p ∈ A
pravac koji ne prolazi niti jednom od ovih tocˇaka. Tada p ne sijecˇe sva tri segmenta AB,
BC i AC.
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Slika 1.2: Paschov aksiom
Dokaz. Promotrimo slucˇaj kada su tocˇke A, B,C kolinearne. Tada postoji pravac l takav
da su tocˇke A, B,C ∈ l.
Prema propoziciji 1.2.2 vrijedi sljedec´e: C izmedu A i B ili A izmedu B i C ili B izmedu A
i C.
1. slucˇaj: C izmedu A i B
Pretpostavimo da pravac p sijecˇe sva 3 segmenta AB, BC, AC.
Neka je T1 tocˇka takva da je T1 ∈ AC i T1 ∈ p.
Neka je T2 tocˇka takva da je T2 ∈ BC i T2 ∈ p.
Jasno je da je AC ⊆ l i CB ⊆ l.
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Stoga je T1 ∈ l, T2 ∈ l. Pretpostavimo T1 , T2. Tada su p i l pravci koji sadrzˇe tocˇke T1 i
T2. Stoga je prema (I.1.) p = l. No, ovo je nemoguc´e jer pravac l prolazi tocˇkama A, B,C,
a pravac p ne prolazi tim tocˇkama. Stoga je T1 = T2.
Stoga imamo T1 ∈ AC i T1 ∈ BC pa je T1 ∈ AC ∩ CB. Prema lemi 1.1.13 slijedi
AC ∩ CB = {C}. Prema tome T1 = C. No, ovo je nemoguc´e jer je T1 ∈ p, a pravac p
ne prolazi kroz C.
Prema tome pravac p ne sijecˇe sva tri segmenta AB, AC, BC.
Isti zakljucˇak dobijemo u slucˇajevima kada je tocˇka A izmedu B i C i tocˇka B izmedu A i C.
Promotrimo sada slucˇaj kada su tocˇke A, B,C nekolinearne.
Pretpostavimo da pravac p sijecˇe sva tri segmenta AB, BC, AC.
Slika 1.3: Tocˇke A, B,C su nekolinearne
Neka je D ∈ AB ∩ p, E ∈ BC ∩ p i F ∈ AC ∩ p. Imamo D, E, F ∈ p.
Pretpostavimo da je E izmedu D i F. Tada je E ∈ DF. No, E ∈ BC. Stoga pravac
BC sijecˇe segment DF. Iz Paschovog aksioma slijedi da BC sijecˇe AD ili AF. No ovo je
nemoguc´e prema propoziciji 1.1.12. (Uocˇimo da je F , C i D , B jer p ne prolazi niti
jednom od tocˇaka A, B i C).
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Analogno slijedi da slucˇajevi F ∈ DE i D ∈ EF vode na kontradikciju.
Prema tome pravac p ne sijecˇe sva tri segmenta AB, BC i AC. 
Definicija 1.3.3. Neka je (M,A, ρ) ravnina, te neka je S ⊆ M. Za S kazˇemo da je konvek-
san skup u ravnini (M,A, ρ) ako za sve A, B ∈ S vrijedi AB ⊆ S .
Primjer 1.3.4. Neka je (M,A, ρ) ravnina. Neka je p pravac u ovoj ravnini (tj.p ∈ A).
Tada je p konveksan skup. Naime za sve A, B ∈ p vrijedi AB ⊆ p prema korolaru 1.1.8.
Propozicija 1.3.5. Neka je (M,A, ρ) ravnina te neka su A, B ∈ M. Tada je AB konveksan
skup.
Dokaz. Neka su C,D ∈ AB. Zˇelimo dokazati da je CD ⊆ AB.
Neka je p pravac takav da je A, B ∈ p. Mozˇemo bez smanjenja opc´enitosti pretpostaviti
da je A p B. Imamo AB ⊆ p, pa su C,D ∈ p. Bez smanjenja opc´enitosti mozˇemo
pretpostaviti C p D.
Iz C ∈ AB slijedi A p C p B prema propoziciji 1.1.6.
Isto tako iz D ∈ AB slijedi A p D p B. Stoga imamo A p C p D p B.
Neka je T ∈ CD. Iz propozicije 1.1.6 slijedi C p T p D. Imamo A p C i C p T , pa je
A p T . Isto tako dobivamo T p B. Dakle, A p T p B. Prema tome T je izmedu A i B,
tj. T ∈ AB.
Prema tome, CD ⊆ AB. Dakle, AB je konveksan skup. 
Definicija 1.3.6. Neka je (M,A, ρ) ravnina i p ∈ A pravac, te neka je O ∈ p. Tada za
skupove {
T ∈ p | O p T
}
i
{
T ∈ p | T p O
}
kazˇemo da su polupravci s vrhom O (ili polupravci od p s vrhom O).
Propozicija 1.3.7. Neka je (M,A, ρ) ravnina. Tada je svaki polupravac u toj ravnini ko-
nveksan skup.
Dokaz. Neka je r polupravac u ravnini (M,A, ρ). Tada postoje p ∈ A i O ∈ p tako da je r
polupravac s vrhom O odreden s p.
1. slucˇaj: r =
{
T ∈ p | O p T
}
Neka su A, B ∈ r. Zˇelimo dokazati da je AB ⊆ r.
Neka je T ∈ AB.
Ako je A p B, onda je A p T p B, pa iz O p A (sˇto vrijedi jer je A ∈ r) slijedi O p T
pa je T ∈ r.
Ako je B p A, onda je B p T p A, pa iz O p B slijedi O p T pa je T ∈ r.
Dakle, u svakom slucˇaju imamo T ∈ r.
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Prema tome AB ⊆ r. Stoga je r konveksan skup.
2. slucˇaj: r =
{
T ∈ p | T p O
}
Neka su A, B ∈ r. Zˇelimo dokazati da je AB ⊆ r.
Neka je T ∈ AB.
Ako je A p B, onda je A p T p B, pa iz B p O slijedi T p O.
Ako je B p A, onda je B p T p A, pa iz A p O slijedi T p O.
Dakle, u svakom slucˇaju imamo T p O, pa je T ∈ r.
Prema tome AB ⊆ r. Stoga je r konveksan skup. 
Propozicija 1.3.8. Neka je (M,A, ρ) P − ravnina, te neka je p pravac u toj ravnini. Na
skupu M r p definiramo relaciju ∼ sa
A ∼ B ako AB ∩ p = ∅
Tada je ∼ relacija ekvivalencije na skupu M r p i ∼ rastavlja M r p na najvisˇe dvije klase
ekvivalencije. Za klasu ekvivalencije pri relaciji ∼ kazˇemo da je poluravnina odredena
pravcem p.
Dokaz. Dokazˇimo da je ∼ relacija ekvivalencije na skupu M r p.
Neka je A ∈ M r p. Tada je AA ∩ p = {A} ∩ p = ∅ jer A < p. Prema tome A ∼ A. Dakle, ∼
je refleksivna.
Pretpostavimo sada da su A, B ∈ M r p takvi da je A ∼ B. Tada je AB ∩ p = ∅ pa je
BA ∩ p = ∅ jer je AB = BA. Prema tome B ∼ A. Dakle, ∼ je simetricˇna.
Neka su A, B,C ∈ M r p takve da je A ∼ B i B ∼ C.
Dokazˇimo da je A ∼ C. Pretpostavimo suprotno. Tada je AC ∩ p , ∅. Iz Paschovog
aksioma slijedi AB ∩ p , ∅ ili BC ∩ p , ∅. No iz A ∼ B i B ∼ C slijedi AB ∩ p = ∅ i
BC ∩ p = ∅. Kontradikcija.
Dakle, A ∼ C. Prema tome ∼ je tranzitivna.
Dakle ∼ je relacija ekvivalencije.
Dokazˇimo sada da ∼ rastavlja M r p na najvisˇe dvije klase ekvivalencije, tj. da skup
{[A] | A ∈ M r p} ima najvisˇe 2 elementa.
Odaberimo neku tocˇku A ∈ M r p.
1. slucˇaj: Za svaki B ∈ M r p vrijedi A ∼ B. Tada za svaki B ∈ M r p vrijedi [A] = [B].
2. slucˇaj: Postoji B ∈ M r p takav da A / B.
Iz ovoga slijedi da je AB ∩ p , ∅. Neka je C ∈ M r p. Tvrdimo da je A ∼ C ili B ∼ C.
Pretpostavimo suprotno. Tada A / C i B / C pa slijedi AC∩ p , ∅ i BC∩ p , ∅. Dakle p je
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pravac koji ne prolazi niti jednom od tocˇaka A, B,C ( jer su A, B,C ∈ Mr p), a sijecˇe svaki
od segmenata AB,BC,AC. Ovo je nemoguc´e prema propoziciji 1.3.2. Prema tome A ∼ C
ili B ∼ C. Ovo znacˇi [A] = [C] ili [B] = [C]. Dakle, {[C] | C ∈ M r p} = {[B] , [A]}. 
Poglavlje 2
Metricˇka ravnina
2.1 Metricˇka ravnina
Definicija 2.1.1. Neka je (M,A, ρ) P − ravnina te neka je d : M × M → R funkcija tako
da vrijedi sljedec´e:
III.1. Za sve A, B ∈ M vrijedi d(A, B) ≥ 0 te d(A, B) = 0 akko A = B.
III.2 Za sve A, B ∈ M vrijedi d(A, B) = d(B, A)
III.3. Za sve A, B,C ∈ M vrijedi d(A, B) ≤ d(A,C) + d(C, B). Nadalje d(A, B) = d(A,C) +
d(C, B) akko je C ∈ AB.
III.4. Ako je r polupravac s vrhom O onda za ∀x ∈ R, x > 0, postoji T ∈ r takav da je
d(O,T ) = x.
Tada za uredenu cˇetvorku (M,A, ρ, d) kazˇemo da je METRICˇKA RAVNINA.
Ako su A, B ∈ M onda za broj d(A, B) kazˇemo da je udaljenost tocˇaka A i B (u metricˇkoj
ravnini (M,A, ρ, d)).
Propozicija 2.1.2. Neka je (M,A, ρ, d) metricˇka ravnina te neka su O,O′ ∈ M. Pretpos-
tavimo da je r polupravac s vrhom O te ujedno polupravac s vrhom O′. Tada je O = O′.
Dokaz. Imamo da je r polupravac s vrhom O. To znacˇi da postoji pravac p takav da je r
polupravac od p s vrhom O. To znacˇi da je r =
{
T ∈ p | T p O
}
ili r =
{
T ∈ p | O p T
}
.
Pretpostavimo da je O , O′.
Buduc´i da je r polupravac s vrhom O′, vrijedi O′ ∈ r.
1. slucˇaj: r =
{
T ∈ p | T p O
}
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Iz O′ ∈ r slijedi O′ ∈ p i O′ p O.
Buduc´i da je r polupravac s vrhom O′ postoji pravac q takav da je r polupravac od q s
vrhom O′. Tada je r ⊆ q pa slijedi O,O′ ∈ q. No O,O′ ∈ p. Dakle, p = q.
Prema tome r je polupravac od p s vrhom O′.
Stoga je
r =
{
T ∈ p | T p O′
}
ili
r =
{
T ∈ p | O′ p T
}
.
Pretpostavimo da je r =
{
T ∈ p | T p O′
}
. Iz O ∈ r slijedi O p O′. Ovo, zajedno sa
O′ p O, daje O = O′ (antisimetricˇnost). Kontradikcija.
Stoga je r =
{
T ∈ p | O′ p T
}
.
Slijedi da za svaki T ∈ r vrijedi O′ p T p O.
Iz ovoga zakljucˇujemo da je r =
{
T ∈ p | O′ p T p O
}
, dakle, r = OO′.
Odaberimo x ∈ R tako da je d(O,O′) < x. Tada je x > 0, pa postoji T ∈ r takav da je
d(O,T ) = x (aksiom III.4.).
Iz r = OO′ slijedi da je T ∈ OO′. Stoga je
d(O,O′) = d(O,T ) + d(T,O′)
pa je d(O,T ) ≤ d(O,O′), tj. x ≤ d(O,O′). Ovo je u kontradikciji s odabirom broja x.
Zakljucˇujemo da 1. slucˇaj vodi na kontradikciju.
2. slucˇaj: r =
{
T ∈ p | O p T
}
Iz O′ ∈ r slijedi O′ ∈ p i O p O′.
Buduc´i da je r polupravac s vrhom O′ postoji pravac q takav da je r polupravac od q s
vrhom O. Tada je r ⊆ q pa slijedi O,O′ ∈ q. No O,O′ ∈ p. Dakle, p = q.
Prema tome r je polupravac od p s vrhom O′.
Stoga je
r =
{
T ∈ p | O′ p T
}
ili
r =
{
T ∈ p | T p O′
}
.
Pretpostavimo da je r =
{
T ∈ p | O′ p T
}
. Iz O ∈ r slijedi O′ p O. Ovo, zajedno sa
O p O′, daje O = O′ (antisimetricˇnost). Kontradikcija.
Stoga je r =
{
T ∈ p | T p O′
}
.
Slijedi da za svaki T ∈ r vrijedi O p T p O′.
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Iz ovoga zakljucˇujemo da je
r =
{
T ∈ p | O p T p O′
}
,
dakle r = OO′.
Odaberimo x ∈ R tako da je d(O,O′) < x. Tada je x > 0, pa postoji T ∈ r takav da je
d(O,T ) = x (aksiom III.4.).
Iz r = OO′ slijedi da je T ∈ OO′. Stoga je d(O,O′) = d(O,T ) + d(T,O′) pa je d(O,T ) ≤
d(O,O′), tj. x ≤ d(O,O′). Ovo je u kontradikciji s odabirom broja x.
Zakljucˇujemo da 2. slucˇaj vodi na kontradikciju.
Zakljucˇak: O = O′. 
Propozicija 2.1.3. Neka je (M,A, ρ, d) metricˇka ravnina. Neka je O ∈ M, te neka je r
polupravac s vrhom O. Neka je x ∈ R, x > 0. Tada postoji jedinstvena tocˇka T ∈ r takva
da je d(O,T ) = x.
Dokaz. Da takva tocˇka T postoji slijedi iz III.4. Treba dokazati da je tocˇka T s tim svoj-
stvom jedinstvena.
Pretpostavimo da su T1,T2 ∈ r tocˇke takve da je d(O,T1) = x i d(O,T2) = x. Zˇelimo
dokazati da je T1 = T2.
Neka je p pravac takav da je r polupravac od p s vrhom O.
Tada je
r =
{
T ∈ p | T p O
}
ili
r =
{
T ∈ p | O p T
}
.
1. slucˇaj: r =
{
T ∈ p | T p O
}
Iz T1,T2 ∈ r slijedi T1 p O i T2 p O.
1. podslucˇaj: T1 p T2. Tada imamo T1 p T2 p O, pa je T2 ∈ T1O.
Iz III.3. slijedi d(T1,O) = d(T1,T2)+ d(T2,O), dakle x = d(T1,T2)+ x, pa je d(T1,T2) = 0.
Stoga je T1 = T2.
2. podslucˇaj: T2 p T1. Tada imamo T2 p T1 p O, pa je T1 ∈ T2O.
Tada je d(T2,O) = d(T2,T1) + d(T1,O), pa je d(T2,T1) = 0, tj. T1 = T2.
2. slucˇaj: r =
{
T ∈ p | O p T
}
Analogno kao u prvom slucˇaju zakljucˇujemo da je T1 = T2.
Dakle, T1 = T2, prema tome postoji jedinstvena tocˇka T ∈ r tako da je d(O,T ) = x. 
20 POGLAVLJE 2. METRICˇKA RAVNINA
Napomena 2.1.4. Uocˇimo da u metricˇkoj ravnini (M,A, ρ, d) polupravac s vrhom O, gdje
je O ∈ M, sadrzˇi tocˇke razlicˇite od O.
Propozicija 2.1.5. Neka je (M,A, ρ, d) metricˇka ravnina, te neka je p ∈ A pravac. Tada
postoje tocˇno dvije poluravnine u (M,A, ρ, d) odredene pravcem p.
Dokaz. Neka je ∼ relacija na M r p definirana s A ∼ B ako AB ∩ p = ∅. Znamo da je ∼
relacija ekvivalencije te da su poluravnine odredene s p klase ekvivalencije s obzirom na
tu relaciju. Nadalje takoder znamo da postoje najvisˇe dvije poluravnine odredene s p (zato
jer postoje najvisˇe dvije klase ekvivalencije). Stoga je dovoljno pokazati da postoje tocˇke
A, B ∈ M r p tako da A / B, tj. takve da je AB ∩ p , ∅.
Odaberimo neku tocˇku O ∈ p. Neka je q pravac koji prolazi tocˇkom O (tj. O ∈ q) te takav
da je p , q (sigurno postoji tocˇka T ∈ M takva da T < p pa uzmemo q = OT ). Uocˇimo da
je tada p ∩ q = {O}.
Neka je r1 =
{
T ∈ q | T q O
}
te r2 =
{
T ∈ q | O q T
}
.
Tada su r1 i r2 polupravci s vrhom O, pa stoga postoje A ∈ r1 i B ∈ r2 tako da je A , O i
B , O.
Tada je A q O q B pa je onda O ∈ AB.
Prema tome AB ∩ p , ∅.
Iz A ∈ q i A , O slijedi A < p (zbog p ∩ q = {O}). Isto tako zakljucˇujemo da B < p.
Dakle, A, B ∈ M r p i to su trazˇene tocˇke. 
Lema 2.1.6. Neka je (M,A, ρ) ravnina, neka je p pravac te neka je O ∈ p. Neka su
A, B ∈ p r {O}. Tada tocˇke A i B lezˇe na istom polupravcu od p s vrhom O akko O < AB.
Dokaz. Pretpostavimo da tocˇke A, B sadrzˇi isti polupravac od p s vrhom O. Oznacˇimo taj
polupravac s r. Tada je
r =
{
T ∈ p | T p O
}
ili
r =
{
T ∈ p | O p T
}
.
Promotrimo 1. slucˇaj: r =
{
T ∈ p | T p O
}
.
Imamo A, B ∈ r pa slijedi A p O i B p O.
1. podslucˇaj: A p B
Pretpostavimo O ∈ AB. Iz propozicije 1.1.6 slijedi A p O p B. Iz B p O i O p B
slijedi O = B sˇto je u kontradikciji s B ∈ p r {O}.
Dakle, O < AB.
2. podslucˇaj: B p A
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Pretpostavimo O ∈ AB. Iz propozicije 1.1.6 slijedi B p O p A. Iz A p O i O p A
slijedi O = A sˇto je u kontradikciji s A ∈ p r {O}.
Dakle, O < AB.
2. slucˇaj: r =
{
T ∈ p | O p T
}
Iz ovog slijedi O p A i O p B
1. podslucˇaj: A p B
Pretpostavimo O ∈ AB. Tada je A p O p B pa zbog O p A imamo A = O sˇto je
nemoguc´e.
Dakle, O < AB.
2. podslucˇaj: B p A
Analogno slijedi O < AB.
Pretpostavimo sada O < AB. Zˇelimo dokazati da postoji polupravac od p s vrhom O
koji sadrzˇi tocˇke A i B.
1. slucˇaj: O p B
Imamo A p O ili O p A. Kada bi vrijedilo A p O onda bismo imali A p O p B, sˇto
bi povlacˇilo da je O izmedu A i B, tj. O ∈ AB, a to je nemoguc´e. Stoga je O p A. Dakle,
O p A i O p B.
Prema tome polupravac od p s vrhom O sadrzˇi tocˇke A i B.
2. slucˇaj: B p O
Imamo A p O ili O p A. Kada bi vrijedilo O p A onda je O izmedu A i B, tj. O ∈ AB,
a to je nemoguc´e. Stoga je A p O.
Prema tome polupravac od p s vrhom O sadrzˇi tocˇke A i B. 
Propozicija 2.1.7. Neka je (M,A, ρ, d) metricˇka ravnina. Neka su A, B ∈ M, A , B. Tada
postoji jedinstvena tocˇka T ∈ AB takva da je d(A,T ) = d(T, B). Ta tocˇka lezˇi na segmentu
AB i zovemo je polovisˇte duzˇine AB.
Dokaz. Neka je p = AB. Neka je r polupravac od p s vrhom A tako da je B ∈ r. Neka je
x = d(A, B). Tada je x > 0 (jer A , B). Stoga je x2 > 0, pa postoji tocˇka T ∈ r takva da je
d(A,T ) = x2 . Ocˇito je T ∈ AB. Uocˇimo da je T , A.
Zˇelimo dokazati da je T izmedu A i B. Pretpostavimo suprotno.
Tada prema propoziciji 1.1.14 imamo da je A izmedu B i T ili B izmedu A i T . No,
B,T ∈ pr {A} i B,T se nalaze na istom polupravcu od p s vrhom A, a to je r. Iz leme 2.1.6
slijedi A < BT , tj. A nije izmedu B i T . Stoga je B izmedu A i T , tj. B ∈ AT .
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Iz III.3. slijedi da je
d(A,T ) = d(A, B) + d(B,T ),
pa je
x
2
= x + d(B,T )⇒ − x
2
= d(B,T ).
Ovo je kontradikcija.
Prema tome T je izmedu A i B, tj. T ∈ AB. Iz III.3. slijedi
d(A, B) = d(A,T ) + d(T, B),
pa je
x =
x
2
+ d(T, B).
Stoga je
d(T, B) =
x
2
,
dakle
d(T, B) = d(T, A).
JEDINSTVENOST
Pretpostavimo sada da je T ′ ∈ AB tocˇka takva da je d(A,T ′) = d(B,T ′).
Zˇelimo dokazati da je T ′ = T
Prema propoziciji 1.1.14 imamo T ′ ∈ AB ili A ∈ T ′B ili B ∈ T ′A.
Pretpostavimo da je A ∈ T ′B. Tada je d(T ′, A) + d(A, B) = d(T ′, B), pa slijedi d(A, B) = 0.
Ovo je u kontradikciji s A , B.
Pretpostavimo da je B ∈ T ′A. Tada je d(T ′, B) + d(B, A) = d(T ′, A), pa slijedi d(A, B) = 0.
Ovo je u kontradikciji s A , B.
Prema tome T ′ ∈ AB.
Dakle,
d(A,T ′) + d(T ′, B) = d(A, B) = x,
pa je
2 d(A,T ′) = x.
Iz ovoga slijedi da je
d(A,T ′) =
x
2
.
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Buduc´i da je r konveksan skup (svaki polupravac je konveksan) te da su A, B ∈ r, imamo
AB ⊆ r. Stoga je T ′ ∈ r. Dakle, T,T ′ ∈ r i
d(A,T ) =
x
2
,
d(A,T ′) =
x
2
.
Iz propozicije 2.1.3 slijedi T = T ′. 
Za tocˇku T iz prethodne propozicije kazˇemo da je polovisˇte duzˇine AB.
Ako je A=B, onda kazˇemo da je A polovisˇte duzˇine AA.
2.2 Izometrije
Definicija 2.2.1. Neka je (M,A, ρ, d) metricˇka ravnina. Neka je f : M → M. Za funkciju
f kazˇemo da je izometrija ravnine (M,A, ρ, d) ako za sve A, B ∈ M vrijedi
d(A, B) = d( f (A), f (B)).
Uocˇimo sljedec´e: ako je (M,A, ρ, d) metricˇka ravnina onda je idM izometrija te ravnine.
Pri tome za skup S sa idS oznacˇavamo identitetu na S , dakle idS je funkcija sa S u S
definirana s
idS (x) = x,∀x ∈ S .
Propozicija 2.2.2. Neka je (M,A, ρ, d) metricˇka ravnina, te neka je f izometrija te ravnine.
Tada je f injekcija.
Dokaz. Neka su A, B ∈ M, A , B. Tada je d(A, B) > 0.
No d(A, B) = d( f (A), f (B)).
Prema tome d( f (A), f (B)) > 0, pa je f (A) , f (B).
Dakle, f je injekcija. 
Propozicija 2.2.3. Neka je (M,A, ρ, d) metricˇka ravnina te neka su f , g izometrije ove
ravnine. Tada je g ◦ f izometrija.
Dokaz. Neka su A, B ∈ M.
Imamo d(A, B)
f izometrija
= d( f (A), f (B))
g izometrija
= d(g( f (A)), g( f (B)))
Stoga je d(A, B) = d((g ◦ f )(A), (g ◦ f )(B)).
Dakle, g ◦ f je izometrija. 
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Lema 2.2.4. Neka je (M,A, ρ, d) metricˇka ravnina te neka je r polupravac s vrhom O.
Neka su A, B ∈ r. Tada je
A ∈ OB⇔ d(O, A) ≤ d(O, B).
Dokaz. ⇒ Pretpostavimo A∈ OB.
Tada je d(O, B) = d(O, A) + d(A, B) ≥ d(O, A), dakle d(O, A) ≤ d(O, B).
⇐ Pretpostavimo d(O,A)≤ d(O, B). Ako je A = O onda je ocˇito A ∈ OB. Ako je B = O
onda je d(O, B) = 0, pa je d(O, A) = 0, tj. O = A, dakle A ∈ OB.
Pretpostavimo da A , O i B , O.
Neka je p pravac takav da je r polupravac od p s vrhom O. Imamo O, A, B ∈ p. Tada je
O ∈ AB ili A ∈ OB ili B ∈ OA. Uocˇimo A, B ∈ p r {O}. Iz leme 2.1.6 slijedi O < AB.
Prema tome A ∈ OB ili B ∈ OA.
Pretpostavimo B ∈ OA.
Tada je d(O, A) = d(O, B) + d(B, A) ≥ d(O, B), dakle d(O, B) ≤ d(O, A).
Stoga je d(O, B) = d(O, A).
Iz propozicije 2.1.3 i cˇinjenice da su A, B ∈ r slijedi A = B, pa je A ∈ OB.
Prema tome u svakom slucˇaju vrijedi A ∈ OB. 
Uocˇimo da opc´enito vrijedi:
ako je (M,A, ρ, d) metricˇka ravnina te ako su A, B ∈ M i T ∈ AB, onda je d(A,T ) ≤
d(A, B).
Lema 2.2.5. Neka je (M,A, ρ, d) metricˇka ravnina te neka su A, B ∈ M. Tada za svaki
x ∈ [0, d(A, B)] postoji jedinstvena tocˇka T ∈ AB takva da je d(A,T ) = x.
Dokaz. Neka je x ∈ [0, d(A, B)].
Ako je x = 0, onda za T = A vrijedi T ∈ AB i d(A,T ) = 0 te je to ocˇito jedina tocˇka s tim
svojstvom.
Pretpostavimo da je x > 0.
Neka je r polupravac s vrhom A tako da B ∈ r.
Prema aksiomu III.4. postoji tocˇka T ∈ r takva da je d(A,T ) = x.
Buduc´i da je x ≤ d(A, B) imamo d(A,T ) ≤ d(A, B) pa iz leme 2.2.4 slijedi da je T ∈ AB.
Pretpostavimo da je T ′ ∈ AB tocˇka takva da je d(A,T ′) = x.
Iz A, B ∈ r slijedi AB ⊆ r pa je T ′ ∈ r.
Dakle, T i T ′ su dvije tocˇke polupravca r udaljene od A za x.
Iz propozicije 2.1.3 slijedi T = T ′. 
Propozicija 2.2.6. Neka je (M,A, ρ, d) metricˇka ravnina, neka su A, B ∈ M, te neka je
f : M → M izometrija. Tada je
f (AB) = f (A) f (B).
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Dokaz. Neka je T ∈ f (AB).
Tada je T = f (C) za neki C ∈ AB. Slijedi da je d(A, B) = d(A,C) + d(C, B).
Buduc´i da je f izometrija imamo d( f (A), f (B)) = d( f (A), f (C)) + d( f (C), f (B)), pa je
f (C) ∈ f (A) f (B). Dakle, T ∈ f (A) f (B).
Prema tome f (AB) ⊆ f (A) f (B).
Neka je T ∈ f (A) f (B).
Zˇelimo dokazati da T ∈ f (AB).
Dakle, zˇelimo pokazati da postoji C ∈ AB tako da je f (C) = T .
Neka je x = d( f (A),T ). Buduc´i da je T ∈ f (A) f (B), vrijedi x ≤ d( f (A), f (B)). No f je
izometrija pa je d( f (A), f (B)) = d(A, B). Dakle, x ≤ d(A, B), pa je x ∈ [0, d(A, B)].
Prema lemi 2.2.5 postoji tocˇka C ∈ AB tako da je d(A,C) = x.
Imamo f (C) ∈ f (AB), a prema dokazanom vrijedi f (AB) ⊆ f (A) f (B).
Stoga je f (C) ∈ f (A) f (B). Iz d(A,C) = x i cˇinjenice da je f izometrija slijedi d( f (A), f (C)) =
x.
Dakle, T i f (C) su tocˇke segmenta f (A) f (B) koje su od f (A) udaljene za x, a x ∈ [0, d( f (A), f (B))].
Iz leme 2.2.5 slijedi f (C) = T .
Dakle, T ∈ f (AB). Prema tome f (A) f (B) ⊆ f (AB).
Dakle, f (AB) = f (A) f (B). 
Napomena 2.2.7. Neka je (M,A, ρ) ravnina, te neka su A, B ∈ M, A , B. Tada postoji
jedinstveni polupravac r s vrhom A tako da je B ∈ r. Naime, neka je p = AB.
Znamo da postoje 2 polupravca od p s vrhom A, te da se B nalazi na tocˇno jednom od ta 2
polupravca. Oznacˇimo taj polupravac s r.
Pretpostavimo da je s polupravac s vrhom A takav da je B ∈ s. Tada postoji pravac q takav
da je s polupravac od q s vrhom A. Iz s ⊆ q slijedi B ∈ q. Dakle, imamo A, B ∈ q, pa iz
A , B slijedi p = q. Dakle, s je polupravac od p s vrhom A i B ∈ s.
Stoga je s = r.
Propozicija 2.2.8. Neka je (M,A, ρ, d) metricˇka ravnina. Neka je f : M → M izometrija.
Neka je p pravac, O ∈ p te r polupravac od p s vrhom O. Tada je f (p) pravac te je f (r)
polupravac od f (p) s vrhom f (O).
Dokaz. Neka je s polupravac od p s vrhom O razlicˇit od r. Prema aksiomu III.4. postoji
A ∈ r takav da je d(O, A) = 1.
Isto tako postoji tocˇka B ∈ s takva da je d(O, B) = 1.
Uocˇimo da je A , O i B , O.
Takoder, A , B jer je r ∩ s = {O}. Stoga je f (A) , f (B).
Neka je q = f (A) f (B). Iz leme 2.1.6 slijedi da je O ∈ AB. Ovo povlacˇi da je f (O) ∈ f (AB).
Prema propoziciji 2.1.3 vrijedi f (AB) = f (A) f (B). Stoga je f (O) ∈ f (A) f (B).
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Slika 2.1: Skica
No, f (A) f (B) ⊆ q jer je q konveksan pa je f (O) ∈ q.
Neka je r′ polupravac od q s vrhom f (O) takav da je f (A) ∈ r′.
Neka je s′ polupravac od q s vrhom f (O) takav da je f (B) ∈ s′.
Buduc´i da je f (O) ∈ f (A) f (B) prema lemi 2.1.6 slijedi da tocˇke f (A) i f (B) ne sadrzˇi isti
polupravac od q s vrhom f (O).
Stoga je r′ , s′.
Dokazˇimo sada da je f (r) = r′.
Dokazˇimo prvo da je f (r) ⊆ r′.
U tu svrhu potrebno je dokazati da je f (T ) ∈ r′, ∀T ∈ r.
Neka je T ∈ r.
Ako je T = O, onda je f (T ) = f (O), a ocˇito je f (O) ∈ r′.
Pretpostavimo T , O. Tada su B,T ∈ p r {O} tocˇke koje ne sadrzˇi isti polupravac od p s
vrhom O. Iz leme 2.1.6 slijedi da je O ∈ BT . Ovo povlacˇi da je f (O) ∈ f (B) f (T ) pa za-
kljucˇujemo da tocˇke f (O), f (B), f (T ) sadrzˇi isti pravac. No jedini pravac koji sadrzˇi tocˇke
f (O) i f (B) je q jer f (O) , f (B). Stoga je f (T ) ∈ q. Imamo f (B), f (T ) ∈ q r { f (O)}. Iz
leme 2.1.6 slijedi da tocˇke f (B) i f (T ) ne sadrzˇi isti polupravac od q s vrhom f (O). Buduc´i
da je f (B) ∈ s′ imamo da f (T ) < s′. Stoga je f (T ) ∈ r′.
Prema tome f (r) ⊆ r′.
Dokazˇimo sada r′ ⊆ f (r).
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Neka je C ∈ r′. Ako je C = f (O), onda je C ∈ f (r) jer je O ∈ r.
Pretpostavimo da je C , f (O).
Neka je x = d(C, f (O)). Tada je x > 0.
Prema aksiomu III.4. postoji tocˇka T ∈ r takva da je d(O,T ) = x. Buduc´i da je f izometrija
vrijedi d( f (O), f (T )) = x. Iz T ∈ r prema dokazanom slijedi da je f (T ) ∈ r′. Iz propozicije
2.1.3 slijedi da je C = f (T ).
Dakle, C ∈ f (r).
Zakljucˇak: r′ ⊆ f (r).
Prema tome f (r) = r′.
Posve analogno dobijemo da je f (s) = s′.
Ostalo je josˇ pokazati da je f (p) = q.
Imamo f (p) = f (r ∪ s) = f (r) ∪ f (s) = r′ ∪ s′ = q.
Dakle, f (p) = q. 
Korolar 2.2.9. Neka je (M,A, ρ, d) metricˇka ravnina, f izometrija, te A, B ∈ M, A , B.
Tada je
f (AB) = f (A) f (B)
.
Dokaz. Prema propoziciji 2.2.8 f (AB) je pravac.
Nadalje f (A), f (B) ∈ f (AB) i f (A) , f (B) (jer je f injekcija).
Stoga je f (AB) = f (A) f (B). 
Lema 2.2.10. Neka su S i T skupovi te f : S → T injekcija.
(1) Ako su A ⊆ S i x ∈ S takvi da x < A, onda f (x) < f (A).
(2) Ako su A, B ⊆ S takvi da A ∩ B = ∅, onda je f (A) ∩ f (B) = ∅.
Dokaz. 1. slucˇaj: Pretpostavimo da je f (x) ∈ f (A).
Stoga postoji a ∈ A takav da je f (x) = f (a).
Buduc´i da je f injekcija iz ovog slijedi x = a. Ovo znacˇi da je x ∈ A sˇto je u kontradikciji
s pretpostavkom x < A.
Prema tome f (x) < f (A).
2. slucˇaj: Pretpostavimo f (A) ∩ f (B) , ∅.
Tada postoji y ∈ f (A) ∩ f (B). Slijedi y ∈ f (A) i y ∈ f (B).
Iz y ∈ f (A) slijedi da postoji a ∈ A takav da je y = f (a).
Iz y ∈ f (B) slijedi da postoji b ∈ B takav da je y = f (b).
Stoga je f (a) = f (b).
Buduc´i da je f injekcija imamo a = b. Dakle, a ∈ A i a ∈ B, tj. a ∈ A ∩ B, sˇto je u
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kontradikciji s A ∩ B = ∅.
Zakljucˇak: f (A) ∩ f (B) = ∅. 
Propozicija 2.2.11. Neka je (M,A, ρ, d) metricˇka ravnina, te f : M → M izometrija. Neka
je p pravac u ovoj ravnini te K poluravnina odredena pravcem p. Tada je f (K) podskup
jedne od dvije poluravnine odredene s f (p).
Dokaz. Neka je ∼ relacija na M r p definirana s T1 ∼ T2 ako T1T2 ∩ p = ∅. Znamo da je ∼
relacija ekvivalencije te da ¸je K klasa ekvivalencije nekog elementa pri toj relaciji. Dakle,
postoji A ∈ M r p takav da je K = [A], tj.
K = {T ∈ M r p | T A ∩ p = ∅}.
S druge strane neka je ∼′ binarna relacija na M r f (p) definirana sa Z1 ∼′ Z2 ako je
Z1Z2 ∩ f (p) = ∅.
Znamo da je f injekcija, stoga lema 2.2.10 (1) povlacˇi da f (A) < f (p). Dakle, f (A) ∈
M r f (p).
Neka je L klasa od f (A) pri relaciji ∼′. Dakle,
L = {Z ∈ M r f (p) | f (A)Z ∩ f (p) = ∅}.
Tada je L poluravnina odredena s f (p).
Tvrdimo da je f (K) ⊆ L.
Neka je Z ∈ f (K). Tada postoji T ∈ K takav da je Z = f (T ).
Buduc´i da je T ∈ K, imamo T A ∩ p = ∅.
Iz leme 2.2.10 (2) slijedi da je f (T A) ∩ f (p) = ∅.
Iz propozicije 2.2.6 slijedi f (A) f (T ) ∩ f (p) = ∅, tj. f (A)Z ∩ f (p) = ∅. Iz ovog posebno
slijedi da Z < f (p), tj. Z ∈ M r f (p) pa slijedi da je z ∈ L.
Zakljucˇak: f (K) ⊆ L. 
Definicija 2.2.12. Neka je S skup te f : S → S . Za x ∈ S kazˇemo da je fiksna tocˇka
funkcije f ako je
f (x) = x.
Propozicija 2.2.13. Neka je (M,A, ρ, d) metricˇka ravnina te neka je f : M → M izome-
trija. Neka su A, B ∈ M, A , B. Pretpostavimo da su A i B fiksne tocˇke od f . Tada je svaka
tocˇka pravca AB fiksna tocˇka od f .
Dokaz. Neka je r polupravac s vrhom A takav da je B ∈ r te neka je r′ polupravac s vrhom
B tako da je A ∈ r′.
Iz propozicije 2.2.8 slijedi da je f (r) polupravac s vrhom f (A), a ocˇito je f (B) ∈ f (r).
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Dakle, f (r) je polupravac s vrhom A te je B ∈ f (r).
Stoga je f (r) = r (prema napomeni 2.2.7).
Isto tako dobijemo f (r′) = r′.
Neka je T ∈ AB.
Iz propozicije 1.2.2 slijedi da je T ∈ AB ili A ∈ T B ili B ∈ AT .
1. slucˇaj: T ∈ AB ili B ∈ AT
Ako je T ∈ AB onda je T ∈ r.
S druge strane ako je B ∈ AT onda je T ∈ r.
Zasˇto?
Neka je s polupravac od AB s vrhom A takav da je s , r. Tada je AB = s ∪ r.
Pretpostavimo da T < r. Tada je T ∈ s. No, A,T ∈ s povlacˇi da je AT ⊆ s pa je B ∈ s.
Dakle, B ∈ r ∩ s, no ovo je nemoguc´e jer je r ∩ s = {A}.
Dakle, T ∈ r pa je f (T ) ∈ f (r), tj. f (T ) ∈ r.
Buduc´i da je f izometrija imamo d(A,T ) = d( f (A), f (T )) = d(A, f (T )).
Dakle, d(A,T ) = d(A, f (T )).
Ako je A = T , onda je T fiksna tocˇka od f .
Pretpostavimo da je A , T .
Neka je x = d(A,T ). Tada je x > 0 pa iz propozicije 2.1.3 slijedi da postoji jedinstvena
tocˇka C ∈ r takav da je d(A,C) = x.
Imamo d(A,T ) = x, d(A, f (T )) = x pa slijedi f (T ) = T .
Dakle, T je fiksna tocˇka od f .
2. slucˇaj: A ∈ T B
Tvrdimo da je T ∈ r′.
Pretpostavimo suprotno. Neka je s polupravac od AB s vrhom B razlicˇit od r′. Tada je
T ∈ s. Stoga imamo B,T ∈ s, pa je segment BT ⊆ s. Iz ovoga slijedi A ∈ s.
Dakle, A ∈ r′ ∩ s, no r′ ∩ s = {B}.
Slijedi da je A = B sˇto je nemoguc´e.
Prema tome T ∈ r′.
Iz ovog slijedi f (T ) ∈ f (r′) pa je f (T ) ∈ r′.
Buduc´i da je f izometrija vrijedi d(B,T ) = d( f (B), f (T )), dakle d(B,T ) = d(B, f (T )).
Prema tome T i f (T ) su dvije tocˇke na r′ jednako udaljene od B. Prema propoziciji 2.1.3
slijedi da je T = f (T ).
Dakle, svaka tocˇka pravca AB je fiksna tocˇka za f . 
Propozicija 2.2.14. Neka je (M,A, ρ, d) metricˇka ravnina te neka je f : M → M izome-
trija. Neka su A, B ∈ M tocˇke takve da je f (A) = B i f (B) = A. Tada je polovisˇte duzˇine
AB fiksna tocˇka od f .
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Dokaz. Ako je A = B, onda je A fiksna tocˇka od f , a polovisˇte od segmenta AA je A.
Pretpostavimo A , B.
Neka je T polovisˇte duzˇine AB. Tada je T ∈ AB i d(A,T ) = d(T, B).
Buduc´i da je f izometrija vrijedi d( f (A), f (T )) = d( f (T ), f (B)),
tj. d(B, f (T )) = d( f (T ), A).
Iz T ∈ AB slijedi f (T ) ∈ f (AB).
Prema korolaru 2.2.9 vrijedi f (AB) = f (A) f (B), tj. f (AB) = BA = AB.
Dakle, f (T ) ∈ AB.
Iz ovoga i d(B, f (T )) = d( f (T ), A) zakljucˇujemo da je f (T ) polovisˇte duzˇine AB.
Stoga je f (T ) = T . 
Propozicija 2.2.15. Neka je (M,A, ρ, d) metricˇka ravnina te neka su A, B,C tri nekoline-
arne tocˇke ove ravnine. Neka je f : M → M izometrija. Pretpostavimo da su A, B,C fiksne
tocˇke od f . Tada je f identiteta na M, tj. f = idM.
Dokaz. Uocˇimo da su tocˇke A, B,C medusobno razlicˇite.
Prema propoziciji 2.2.13 svaka tocˇka koja lezˇi na jednom od pravaca AB, AC, BC je fiksna
tocˇka za f .
Neka je T ∈ M takva da T < AB i T < AC i T < BC.
Neka je P polovisˇte duzˇine AC. Tada je P ∈ AC i P , A, P , C.
Buduc´i da je P ∈ AC imamo da P , T .
Promotrimo pravac T P. Taj pravac sijecˇe segment AC pa prema Paschovom aksiomu T P
sijecˇe AB ili BC.
Bez smanjenja opc´enitosti mozˇemo pretpostaviti da T P sijecˇe AB.
Neka je Q ∈ T P tako da je Q ∈ AB.
Tvrdimo da je P , Q.
Pretpostavimo suprotno, tj. P = Q. Tada je P ∈ AC ∩ AB.
No, AC ∩ AB = {A}. Stoga je P = A. Kontradikcija.
Dakle, P , Q.
Uocˇimo da su P i Q fiksne tocˇke od f (jer je P ∈ AC, a Q ∈ AB, a sve tocˇke tih pravaca su
fiksne).
Stoga je prema propoziciji 2.2.13 svaka tocˇka pravca PQ fiksna za f .
Iz Q ∈ T P slijedi T P = PQ pa je T ∈ PQ.
Stoga je T fiksna tocˇka za f .
Prema tome svaka tocˇka T ∈ M je fiksna za f . Drugim rijecˇima f (T ) = T,∀T ∈ M.
Dakle, f je identiteta na M. 
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Slika 2.2: Skica

Poglavlje 3
Apsolutna ravnina
3.1 Apsolutna ravnina
Definicija 3.1.1. Neka je (M,A, ρ, d) metricˇka ravnina, neka je p ∈ A pravac, te neka
je f : M → M izometrija. Za f kazˇemo da je osna simetrija obzirom na pravac p u
(M,A, ρ, d) ako vrijedi sljedec´e:
1. svaka tocˇka pravca p je fiksna tocˇka za f (tj. T = f (T ), ∀T ∈ p)
2. f , idM
Definicija 3.1.2. Neka je (M,A, ρ, d) metricˇka ravnina. Za (M,A, ρ, d) kazˇemo da je AP-
SOLUTNA RAVNINA ako vrijedi sljedec´e:
IV.1. Za svaki pravac p ∈ A postoji jedinstvena osna simetrija obzirom na pravac p. Tu
osnu simetriju oznacˇavamo sa sp.
IV.2. Ako je O ∈ M te ako su u, v polupravci s vrhom O, onda postoji pravac p takav da je
sp(u) = v.
Lema 3.1.3. Neka je (M,A, ρ) ravnina te neka su p, q ∈ A pravci takvi da je p ⊆ q. Tada
je p = q.
Dokaz. Prema I.2. postoje 2 razlicˇite tocˇke na pravcu p, oznacˇimo ih s A i B. Tada je
A, B ∈ q. Iz I.1. slijedi p = q. 
Propozicija 3.1.4. Neka je (M,A, ρ, d) metricˇka ravnina, neka su p, q pravci u toj ravnini,
neka je f osna simetrija obzirom na pravac p, te g osna simetrija obzirom na q. Pretpos-
tavimo da je f = g. Tada je p = q.
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Slika 3.1: Skica
Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. p , q.
Tada postoji tocˇka T ∈ q takva da T < p. Naime, u suprotnom bi svaka tocˇka od q lezˇala
na p sˇto bi znacˇilo da je q ⊆ p, pa bi prema lemi 3.1.3 slijedilo q = p sˇto je nemoguc´e.
Odaberimo dvije razlicˇite tocˇke A, B na pravcu p. Uocˇimo sljedec´e:
Tocˇke A, B,T su nekolinearne.
Naime u suprotnom bi postojao pravac r takav da je A, B,T ∈ r onda bi slijedilo r = p (jer
su A, B ∈ p) sˇto je nemoguc´e jer T < p.
Buduc´i da su A, B ∈ p imamo da su A, B fiksne tocˇke za f (jer je f osna simetrija obzirom
na p).
Nadalje iz T ∈ q slijedi da je T fiksna tocˇka za g (jer je g osna simetrija s obzirom na q).
No, f = g pa slijedi da je T fiksna tocˇka za f .
Dakle, A, B,T su fiksne tocˇke za f , pa iz propozicije 2.2.15 slijedi da je f = idM. To je u
kontradikciji s cˇinjenicom da je f osna simetrija s obzirom na p.
Prema tome p = q. 
Korolar 3.1.5. Neka je (M,A, ρ, d) apsolutna ravnina, te neka su p, q pravci u toj ravnini
takvi da je sp = sq. Tada je p = q. 
Prisjetimo se: Ako su S ,T skupovi, te f : S → T bijekcija, onda inverznu funkciju
f −1 : T → S definiramo tako da za y ∈ T stavimo f −1(y) = x, gdje je x ∈ S takav da je
f (x) = y. (Takav x postoji jer je f surjekcija, a jedinstven je jer je f injekcija).
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Uocˇimo da za svaki x ∈ S vrijedi f −1( f (x)) = x.
Nadalje za svaki y ∈ T vrijedi f ( f −1(y)) = y.
Dakle, ( f −1 ◦ f )(x) = x = idS (x), za svaki x ∈ S . Imamo f −1 ◦ f : S → S i idS : S → S ,
pa zakljucˇujemo f −1 ◦ f = idS .
Isto tako imamo ( f ◦ f −1)(y) = y = idT (y), za ∀y ∈ T.
Zakljucˇujemo da je f ◦ f −1 = idT .
Napomena 3.1.6. Neka su S ,T,V skupovi te neka su f : S → T i g : S → V funkcije.
1) Ako su f , g injekcije, onda je g ◦ f injekcija.
2) Ako su f , g surjekcije, onda je g ◦ f surjekcija.
3) Ako je g ◦ f injekcija, onda je f injekcija.
4) Ako je g ◦ f surjekcija, onda je g surjekcija.
Zasˇto?
1) Pretpostavimo da su f , g injekcije.
Neka su x, y ∈ S . Tada
x , y
f injekcija
=⇒ f (x) , f (y) g injekcija=⇒ g( f (x)) , g( f (y)) =⇒ (g ◦ f )(x) , (g ◦ f )(y)
Dakle, g ◦ f injekcija.
2) Pretpostavimo da su f , g surjekcije.
Neka je z ∈ V. Tada postoji y ∈ T takav da je g(y) = z (jer je g surjekcija).
Buduc´i da je f surjekcija i y ∈ T postoji x ∈ S takav da je f (x) = y.
Imamo, z = g(y) = g( f (x)) = (g ◦ f )(x).
Dakle, g ◦ f je surjekcija.
3) Pretpostavimo da je g ◦ f injekcija.
Neka su x, y ∈ S takvi da je x , y. Zˇelimo dokazati da je f (x) , f (y).
Pretpostavimo suprotno, tj. f (x) = f (y). Tada je g( f (x)) = g( f (y)), tj. (g◦ f )(x) = (g◦ f )(y).
Ovo je u kontradikciji s cˇinjenicom da je g ◦ f injekcija.
Dakle, f (x) , f (y).
Prema tome f je injekcija.
4) Pretpostavimo da je g ◦ f surjekcija.
Neka je z ∈ V. Tada postoji x ∈ S takav da je (g ◦ f )(x) = z, tj. g( f (x)) = z. Oznacˇimo
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y = f (x). Imamo y ∈ T i g(y) = z.
Dakle, g je surjekcija.
Napomena 3.1.7. Neka su S ,T skupovi, te neka su f : S → T i g : T → S funkcije takve
da je g ◦ f = idS i f ◦ g = idT . Tada je f bijekcija i f −1 = g.
Naime, iz g ◦ f = idS , napomene 3.1.6 i cˇinjenice da je idS injekcija slijedi da je i f
injekcija.
Isto tako iz f ◦ g = idT , napomene 3.1.6 i cˇinjenice da je idT surjekcija slijedi da je i f
surjekcija.
Dakle, f je bijekcija.
Dokazˇimo sada da je f −1 = g.
Imamo f −1 : T → S , g : T → S .
Stoga je potrebno josˇ dokazati da je f −1(y) = g(y),∀y ∈ T.
Neka je y ∈ T.
Tada je f −1(y) = x, gdje je x ∈ S takav da je f (x) = y.
Imamo g(y) = g( f (x)) = (g ◦ f )(x) = idS (x) = x = f −1(y).
Dakle, g(y) = f −1(y).
Prema tome g = f −1.
Definicija 3.1.8. Neka je S skup, te neka je f : S → S funkcija. Za f kazˇemo da je
involucija na skupu S ako je f , idS i f ◦ f = idS .
Primjer 3.1.9. Funkcija f : R → R, f (x) = −x je involucija. Naime, ocˇito je f , idR, a
vrijedi f ◦ f = idR jer je
( f ◦ f )(x) = f ( f (x)) = f (−x) = −(−x) = x = idR(x),∀x ∈ R
.
Napomena 3.1.10. Ako je f involucija na skupu S onda je f bijekcija i f −1 = f . To slijedi
direktno iz napomene 3.1.7
Propozicija 3.1.11. Neka je (M,A, ρ, d) metricˇka ravnina, te neka je p ∈ A. Neka je
f osna simetrija obzirom na pravac p. Tada f nema drugih fiksnih tocˇaka osim onih na
pravcu p.
Dokaz. Treba dokazati sljedec´e:
Ako je T ∈ M i T < p onda T nije fiksna tocˇka od f .
Neka je T ∈ M, T < p.
Pretpostavimo da je T fiksna tocˇka od f . Odaberemo 2 razlicˇite tocˇke A i B na pravcu p.
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Tada su tocˇke A, B,T nekolinearne. Tocˇke A i B su takoder fiksne za f jer su A, B ∈ p. Iz
propozicije 2.2.15 slijedi da je f identiteta na M. Dosˇli smo u kontradikciju s cˇinjenicom
da je f osna simetrija (jer osna simetrija nije identiteta).
Dakle, T nije fiksna tocˇka od f . 
Lema 3.1.12. Neka je (M,A, ρ, d) metricˇka ravnina te neka je p ∈ A. Neka je f osna
simetrija obzirom na pravac p. Neka je T ∈ M takav da T < p. Tada f (T ) < p.
Slika 3.2: Skica
Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. f (T ) ∈ p.
Oznacˇimo P = f (T ). Buduc´i da je P ∈ p i T < p imamo da je T , P. Buduc´i da je P ∈ p
vrijedi f (P) = P (jer je P fiksna tocˇka za f ). Imamo f (T ) = P = f (P), tj. f (T ) = f (P), a
T , P. Ovo je u kontradikciji s cˇinjenicom da je f injekcija ( f je injekcija jer je izometrija).
Dakle, f (T ) < p. 
Propozicija 3.1.13. Neka je (M,A, ρ, d) apsolutna ravnina te neka je p ∈ A pravac. Tada
je sp involucija.
Dokaz. Iz definicije osne simetrije jasno je da je sp , idM.
Preostaje dokazati da je sp ◦ sp = idM.
38 POGLAVLJE 3. APSOLUTNA RAVNINA
Uocˇimo prije svega da je sp ◦ sp : M → M izometrija (prema propoziciji 2.2.3). Neka je
P ∈ p. Tvrdimo da je P fiksna tocˇka za sp ◦ sp.
Imamo (sp ◦ sp)(P) = sp(sp(P)) = sp(P) = P.
Dakle, sp ◦ sp je izometrija i svaka tocˇka pravca p je fiksna za tu izometriju.
Pretpostavimo da sp ◦ sp , idM. Slijedi da je sp ◦ sp osna simetrija obzirom na pravac p.
Stoga je sp ◦ sp = sp.
Odaberimo tocˇku T ∈ M tako da T < p. Iz leme 3.1.12 slijedi da sp(T ) < p. Iz sp ◦ sp = sp
slijedi (sp ◦ sp)(T ) = sp(T ) pa je sp(sp(T )) = sp(T ). Ovo znacˇi da je sp(T ) fiksna tocˇka za
sp, dakle sp ima fiksnu tocˇku koja ne lezˇi na pravcu p.
Ovo je nemoguc´e prema propoziciji 3.1.11.
Dakle, sp ◦ sp = idM. Prema tome sp je involucija. 
Korolar 3.1.14. Neka je (M,A, ρ, d) apsolutna ravnina te neka je p ∈ A pravac. Tada je
sp bijekcija i s−1p = sp.
Dokaz. Ovo slijedi iz prethodonog teorema i napomene 3.1.10. 
Propozicija 3.1.15. Neka je (M,A, ρ, d) apsolutna ravnina te neka je p ∈ A pravac. Neka
su K i L poluravnine odredene pravcem p. Tada je sp(K) ⊆ L.
Dokaz. Imamo sp(p) =
{
sp(T ) | T ∈ p
}
= {T | T ∈ p} = p.
Dakle, sp(p) = p.
Prema propoziciji 2.2.10 sp(K) je podskup jedne od dviju poluravnina odredene sa sP(p),
tj. s p. Dakle, sp(K) ⊆ L ili sp(K) ⊆ K.
Pretpostavimo da je sp(K) ⊆ K. Odaberimo tocˇku A ∈ K. Tada je sp(A) ∈ sp(K) pa je
sp(A) ∈ K.
Oznacˇimo s B = sp(A).
Imamo, koristec´i propoziciju 3.1.13 sp(B) = sp(sp(A)) = (sp ◦ sp)(A) = idM(A) = A.
Dakle, sp(B) = A i sp(A) = B.
Iz propozicije 2.2.15 slijedi da je polovisˇte duzˇine AB fiksna tocˇka od sp. Iz leme 3.1.12
slijedi da se polovisˇte duzˇine AB nalazi na pravcu p.
To znacˇi da je AB ∩ p , ∅.
S druge strane imamo A, B ∈ K pa je AB ∩ p = ∅. Kontradikcija.
Prema tome sp(K) ⊆ L. 
Propozicija 3.1.16. Neka je (M,A, ρ, d) apsolutna ravnina te neka je p ∈ A pravac. Neka
su K i L poluravnine odredene pravcem p. Tada je sp(K) = L.
Dokaz. Prema prethodnoj propoziciji vrijedi sP(K) ⊆ L. Preostaje stoga dokazati da je
L ⊆ sp(K).
Neka je T ∈ L. Zˇelimo dokazati da je T ∈ sp(K).
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Neka je T ′ = sp(T ).
Iz prethodne propozicije slijedi da je sp(L) ⊆ K.
Iz T ∈ L slijedi sp(T ) ∈ sp(L) pa je sp(T ) ∈ K. Dakle, T ′ ∈ K.
Imamo sp(T ′) = sp(sp(T )) = (sp ◦ sp)(T ) = idM(T ) = T.
Dakle, T = sp(T ′) i T ′ ∈ K.
Jasno je da je sP(T ′) ∈ sp(K), dakle T ∈ sp(K).
Ovime smo dokazali da je L ⊆ sp(K).
Zakljucˇak: sp(K) = L. 
Teorem 3.1.17. Neka je (M,A, ρ, d) apsolutna ravnina te neka su A, B ∈ M, A , B. Tada
postoji jedinstveni pravac p takav da je
sp(A) = B.
Dokaz. Neka je P polovisˇte duzˇine AB. Znamo da postoji polupravac u s vrhom P takav
da je A ∈ u te polupravac v s vrhom P takav da je B ∈ v.
Slika 3.3: Skica
Iz definicije apsolutne ravnine (aksiom IV.2.) slijedi da postoji pravac p takav da je
sP(u) = v.
Imamo da je u polupravac s vrhom P pa iz propozicije 2.2.8 slijedi da je sp(u) polupravac
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s vrhom sp(P), dakle v je polupravac s vrhom sp(P).
Iz propozicije 2.1.2 slijedi da je sp(P) = P.
Iz A ∈ u slijedi sp(A) ∈ sp(u), tj. sp(A) ∈ v.
Imamo d(A, P) = d(sp(A), sp(P)) = d(sp(A), P).
S druge strane d(A, P) = d(P, B).
Stoga je d(P, B) = d(P, sp(A)).
Imamo sp(A), B ∈ v, pa iz propozicije 2.1.3 slijedi sp(A) = B.
JEDINSTVENOST
Pretpostavimo da je p pravac (ne nuzˇno onaj konstruiran gore) takav da je sp(A) = B.
Neka je q = AB.
Uocˇimo sljedec´e: sp(B) = sp(sp(A)) = (sp ◦ sp)(A) = idM(A) = A, dakle, sp(B) = A.
Buduc´i da je A ∈ q, vrijedi sq(A) = A.
S druge strane imamo sp(A) = B i A , B.
Dakle, sq(A) , sp(A). Stoga je sp , sq pa je p , q.
Prema propoziciji 2.2.8 sp(q) je pravac. Iz A ∈ q slijedi sp(A) ∈ sp(q), tj. B ∈ sp(q).
Nadalje iz B ∈ q slijedi sp(B) ∈ sp(q), tj. A ∈ sp(q).
Imamo A, B ∈ sp(q) pa slijedi sp(q) = q.
Neka su K, L poluravnine odredene pravcem q. Tvrdimo da je sP(K) ⊆ K i sp(L) ⊆ L.
Dokazˇimo to.
Buduc´i da je p , q, postoji tocˇka T ∈ p takva da T < q. Slijedi da je T ∈ K ili T ∈ L.
1. slucˇaj: Pretpostavimo da je T ∈ K. Buduc´i da je T ∈ p vrijedi sp(T ) = T .
Prema propoziciji 2.2.11 slijedi da je sp(K) podskup jedne od dviju poluravnina odredenih
sa sp(q). No, sp(q) = q.
Dakle, sP(K) ⊆ K ili sp(K) ⊆ L.
Pretpostavimo da je sp(K) ⊆ L.
Imamo T ∈ K pa je sp(T ) ∈ sp(K), tj. T ∈ sp(K). Dakle, T ∈ L. Ovo je u kontradikciji s
cˇinjenicom T ∈ K.
Dakle, sp(K) ⊆ K.
Iz propozicije 2.2.11 slijedi takoder da je sp(L) ⊆ K ili sp(L) ⊆ L.
Pretpostavimo da je sp(L) ⊆ K.
Odaberimo tocˇku C ∈ L, tada je sp(C) ∈ sp(L), tj. sp(C) ∈ K. Iz ovog slijedi da je
sp(sp(C)) ∈ sp(K), tj. C ∈ sp(K), pa je C ∈ K. Kontradikcija.
Prema tome sp(L) ⊆ L.
2. slucˇaj: Pretpostavimo da je T ∈ L.
Posve analogno kao pod 1) dobivamo sp(L) ⊆ L i sp(K) ⊆ K.
Time smo dokazali da je sp(K) ⊆ K i sp(L) ⊆ L.
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Pretpostavimo da su p i p′ pravci takvi da je sp(A) = B i sp′(A) = B.
Promotrimo kompoziciju s′p ◦ sp. Imamo (sp′ ◦ sp)(A) = sp′(sp(A)) = sp′(B) = A, (sp′ ◦
sp)(B) = sp′(sp(B)) = sp′(A) = B.
Dakle, (sp′ ◦ sp)(A) = A i (sp′ ◦ sp)(B) = B. Znamo da je sp′ ◦ sp izometrija, a vidimo da
su A i B njene fiksne tocˇke. Iz propozicije 2.2.13 slijedi da je svaka tocˇka pravca AB, tj.
pravca q fiksna tocˇka od sp′ ◦ sp.
Tvrdimo da je sp′ ◦ sp = idM.
Pretpostavimo suprotno, tj. sp′ ◦ sp , idM. Tada je kompozicija sp′ ◦ sp osna simetrija
obzirom na pravac q, tj. sp′ ◦ sp = sq (prema aksiomu IV.1. apsolutne ravnine sq je jedina
osna simetrija obzirom na pravac q).
Neka je T ∈ K. Tada je sp(T ) ∈ sp(K).
No, sp(K) ⊆ K. Stoga je sp(T ) ∈ K. Slijedi sp′(sp(T )) ∈ sp′(K) pa iz sp′(K) ⊆ K slijedi
sp′(sp(T )) ∈ K, tj. (sp′ ◦ sp)(T ) ∈ K.
Dakle, sq(T ) ∈ K.
Iz T ∈ K slijedi sq(T ) ∈ sq(K).
Prema propoziciji 3.1.12 vrijedi sq(K) ⊆ L. Stoga je sq(T ) ∈ L. Ovo je u kontradikciji s
sq(T ) ∈ K.
Zakljucˇak: sp′ ◦ sp = idM.
Iz ovog slijedi sp′ ◦ (sp′ ◦ sp) = sp′ ◦ idM pa je (sp′ ◦ sp′) ◦ sp = sp′ , tj. idM ◦ sp = sp′ .
Dakle, sp = sp′ pa prema korolaru 3.1.5 imamo p = p′.
Time je teorem dokazan. 
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Sazˇetak
Ovaj diplomski rad podijelili smo na tri poglavlja. Na pocˇetku ovog diplomskog rada defi-
niraju se osnovni pojmovi kao sˇto su binarna relacija i linearni uredaj. U prvom poglavlju
smo definirali ravninu te proucˇili pojam P − ravnine. U drugom poglavlju smo se bavili
pojmom metricˇke ravnine te smo proucˇili razna svojstva metricˇke ravnine te izometrije. U
trec´em poglavlju smo definirali apsolutnu ravninu te dokazali neke tvrdnje koje vrijede u
apsolutnoj ravnini.

Summary
This diploma thesis is divided into three chapters. At the beginning of this diploma thesis
we defineded the basic concepts of binary relation and linear order. In the first chapter,
we have defined a plane, and have studied the concept of P–planes. In the second chapter
we have discussed the notion of metric plane, and we have studied various properties of
metric planes and isometries. In the third chapter, we have defined the absolute plane and
have proved some of the claims that are valid in the absolute plane.
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